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POINTS DE PETITE HAUTEUR
SUR LES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES
par
Antoine Chambert-Loir
Résumé.  Dans e texte, nous étendons au as des variétés semi-abéliennes les
énonés de diverses variantes de la onjeture de Bogomolov onernant la non-densité
des points de petite hauteur. Inspirés par les travaux réents de Ullmo, Zhang et Bilu,
nous démontrons ensuite es onjetures lorsque la variété semi-abélienne est isogène à
un produit d'une variété abélienne et d'un tore. La démonstration utilise la géométrie
d'Arakelov et des arguments d'équirépartition.
Abstrat (Small points on semi-abelian varieties).  We extend to the ase
of semi-abelian varieties the statements of various variants of the onjeture alla
Bogomolov about the non-density of small points of small height in abelian varieties.
Inspired by reent work of Ullmo, Zhang and Bilu, we then prove these onjetures
when the semi-abelian variety is almost split. The proof uses Arakelov geometry and
equirepartition arguments.
Introdution
Cet artile expose quelques propriétés des hauteurs sur des variétés semi-abéliennes
vues sous l'angle de la théorie d'Arakelov.
Soient k un orps de nombres et G une variété semi-abélienne ('est-à-dire une
extension 0→ T → G→ A→ 0 d'une variété abélienne A par un tore T ) dénie sur
k. En tant que groupe algébrique, il est quasi-projetif ; on dispose don de hauteurs
de Weil.
À tout triplet (X,D,L ) onstitué d'une ompatiation équivariante lisse T →֒
X du tore, d'un diviseur ample T -invariant sur X et d'un faiseau inversible, ample
et symétrique sur A, nous attahons dans et artile un représentant anonique de
la hauteur de Weil. Cette hauteur normalisée se omporte bien sous l'ation des
morphismes de multipliation par un entier positif ; quand T = 1, elle oïnide ave
la hauteur de NéronTate, tandis qu'elle redonne la hauteur naïve  (de Weil
Mahler) usuelle quand A = 0 et X est l'espae projetif. En utilisant la théorie des
métriques adéliques de S. Zhang, nous dénissons aussi la hauteur anonique d'une
sous-variété de G⊗ k.
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Cei fait, on est en droit de tenter de généraliser aux variétés semi-abéliennes les
résultats de Ullmo [30℄ et Zhang [35℄ onernant la onjeture de Bogomolov.
Le résultat prinipal de et artile est le suivant (voir le paragraphe 5, on-
jetures 5.1, 5.2 et 5.3 et le théorème 6.1) où, onformément à l'usage, nous ap-
pellerons sous-variété de torsion d'une variété semi-abélienne G dénie sur un orps
algébriquement los toute sous-variété qui est la translatée par un point de torsion
d'un sous-groupe algébrique onnexe de G.
Théorème.  Soient k un orps de nombres et G une variété semi-abélienne dénie
sur k isotriviale, 'est-à-dire isogène au produit d'une variété abélienne et d'un tore.
On a les trois énonés suivants.
a) Équirépartition des petits points : soit (xn)n∈N une suite de points de G(k)
dont la hauteur normalisée tend vers 0 et telle qu'auune sous-suite ne soit ontenue
dans un sous-groupe algébrique strit. Alors, la suite (µn)n∈N de mesures sur G(C)
dénie par
µn =
1
[k(xn) : k]
∑
σ:k(xn)→֒C
δσ(xn)
(si x ∈ G(C), δx désigne omme d'habitude la mesure de Dira au point x) onverge
vaguement vers la mesure de Haar normalisée supportée par le sous-groupe ompat
maximal de G(C).
b) Sous-variétés de hauteur nulle : soit X une sous-variété fermée irrédutible
de G ⊗ k. La hauteur normalisée de X est positive ou nulle ; elle est nulle si et
seulement si X est une sous-variété de torsion de G.
) Non-densité des petits points : soit X une sous-variété fermée de G.
1. l'ensemble des sous-variétés de torsion de G ontenues dans X n'a qu'un nom-
bre ni d'éléments maximaux ;
2. notons X∗ le omplémentaire dans X de la réunion des sous-variétés de torsion
ontenues dans X, il existe alors ε > 0 tel que l'ensemble des points de X∗(k)
dont la hauteur normalisée est inférieure à ε est vide.
Notons que ette hauteur normalisée n'intervient dans le premier alinéa du théorème
i-dessus que sous la forme  les hauteurs d'une suite de points tendent vers 0, et on
peut vérier que ette notion ne dépend que de G. De même pour l'existene d'une
minoration de la hauteur normalisée des points de X∗ dans le troisième alinéa.
Le théorème, en tout as son deuxième alinéa, est faux si l'on omet l'hypothèse
que G est isotriviale, f. le théorème 5.6.
L'équivalene des deuxième et troisième alinéas du théorème résulte plus ou moins
formellement des travaux de S. Zhang [33, 34℄ sur l'amplitude arithmétique. Dans
le as où T = 1, L. Szpiro, E. Ullmo et S. Zhang ont prouvé dans [29℄ que les deux
premiers alinéas du théorème (équirépartition vs. onjeture de Bogomolov) sont
aussi équivalents.
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À e propos, notons que le point 1) de l'alinéa ) du théorème n'est pas nouveau :
M. Hindry l'a en eet démontré (voir [14℄) pour tout groupe algébrique ommutatif.
Cependant, nous n'avons pas besoin d'utiliser son théorème : sous l'hypothèse que la
variété semi-abélienne est isotriviale, 'est un orollaire de l'approhe arakelovienne
de es questions. Le as T = 1 était dû à M. Raynaud [25℄ tandis que le as A = 0
a été prouvé par M. Laurent [19℄.
Lorsque T = 1, e théorème a été démontré réemment par E. Ullmo [30℄ pour une
ourbe dans sa jaobienne, puis presqu'immédiatement généralisé par S. Zhang [35℄ ;
peu après, S. David et P. Philippon ont démontré dans [10℄ l'existene d'une mi-
noration de la hauteur normalisée des sous-variétés qui ne sont pas des variétés de
torsion.
Lorsqu'en revanhe A = 0, le premier alinéa du théorème est un théorème de
Y. Bilu [3℄, alors que le deuxième alinéa a été démontré dans le as d'une hyper-
surfae par W. Lawton dans [20℄, puis dans le as général par S. Zhang [33℄ en lien
ave le troisième alinéa.
Dans le as où G = A × T est un produit, l'équirépartition d'une suite de petits
points (xn = (zn, tn)) est ainsi un théorème une fois projeté sur haun des fateurs
A et T . Il onvient d'insister sur le fait que ela n'implique pas notre théorème
qui peut être vu omme une démonstration de l'indépendane des deux variables
aléatoires (zn) et (tn).
Nous démontrons e théorème en suivant la voie inaugurée par E. Ullmo, 'est-à-
dire à l'aide d'arguments d'équirépartition. Cependant, les métriques hermitiennes
naturelles dans le ontexte des variétés semi-abéliennes sortent du adre lassique
de la géométrie d'Arakelov :
 elles ne sont pas lisses ; ela oblige d'une part à dénir les hauteurs par un
proédé limite en reourant à la théorie des métriques adéliques de Zhang,
et d'autre part à dénir divers objets analytiques par approximation via un
théorème dû à BedfordTaylor et Demailly qui permet d'eetuer des produits
de ourants sous des hypothèses de positivité. L'utilité de ette théorie en
géométrie d'Arakelov est apparue pour la première fois dans les travaux de
V. Maillot [21℄ onernant la géométrie d'Arakelov des variétés toriques.
 les  ourants de ourbure  qui interviennent sont onentrés sur le sous-groupe
ompat maximal, e qui engendre des ompliations tehniques. Pour les on-
tourner, nous traitons tout d'abord le as du rang torique 1 (voir le lemme 6.4
et l'appendie quand G = Gm). Nous utilisons ensuite un argument de Bilu
pour passer au as général.
Comme il nous a semblé que le as du groupe multipliatif plongé naturellement
dans P1 élairait la situation, sans pour autant ontenir les ompliations liées aux
variétés abéliennes, nous avons inlus e as dans un appendie ; nous onseillons
bien sûr au leteur de le lire en premier.
Signalons enn que e théorème a été utilisé réemment par B. Poonen [24℄ pour
prouver un théorème sur les variétés semi-abéliennes isotriviales qui ombine les
énonés de type Mordell-Lang (prouvé par M. MQuillan, [22℄) et Bogomolov. Ce
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théorème serait d'ailleurs démontré pour les variétés semi-abéliennes quelonque dès
que l'on aurait prouvé les alinéas a) et ) sans l'hypothèse d'isotrivialité.
Le plan de et artile est le suivant : les  1 et 2 ontiennent des rappels prélim-
inaires de géométrie d'Arakelov (partiulièrement en e qui onerne la théorie des
métriques adéliques de S. Zhang) et des ompléments onernant les métrisations
des brés inversibles sur les variétés abéliennes.
La onstrution des hauteurs anoniques est faite au  3 et dans le  4 qui lui fait
suite, nous alulons la hauteur d'une variété semi-abélienne ompatiée à l'aide
du plongement Gtm →֒ P
t
.
Nous énonçons au  5 les diérentes variantes de la onjeture de Bogomolov et
préisons en détail leurs liens. Puis, dans les  6 et 7, nous démontrons le théorème
prinipal.
Remeriements : je voudrais remerier Daniel Bertrand pour m'avoir inité à
rééhir à es questions, ainsi que Ahmed Abbes, Sinnou David, Vinent Maillot et
Bjorn Poonen pour leur intérêt dans e travail. Je voudrais aussi remerier Klaus
Künnemann et Mihel Raynaud pour leur aide à propos du lemme 2.3.
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1. Préliminaires de géométrie d'Arakelov
Pour la ommodité du leteur, nous ommençons par rappeler brièvement dans
e paragraphe quelques résultats de géométrie d'Arakelov dont nous ferons par la
suite un usage onstant.
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1.1. Géométrie omplexe.  Rappelons quelques notations de géométrie om-
plexe. Soit X une variété analytique omplexe. On note ∂ et ∂ les omposantes
holomorphes et antiholomorphes de la diérentielle extérieure d = ∂ + ∂ sur les
formes (voire les ourants) sur X . On note dc = (i/4π)(∂ − ∂), si bien que ddc =
−dcd = (i/2π)∂∂.
On appellera bré en droites hermitien sur X un ouple L = (L , ‖·‖) onstitué
d'un bré en droites holomorphe sur X et d'une métrique hermitienne ontinue sur
L .
Si X est lisse, on attahe à un bré en droites hermitien un ourant de type (1, 1)
appelé ourant de ourbure et déni loalement par
c1(L ) = −dd
c log ‖s‖2 ,
où s est une setion loale de L ne s'annulant pas (ela ne dépend pas du hoix
de s). Si la métrique hermitienne sur L est lisse, son ourant de ourbure est en fait
une forme diérentielle, dite forme de ourbure.
On dira qu'un ourant T de type (p, p) est positif si pour tout hoix de formes dif-
férentielles de type (1, 0), C∞ à support ompat sur X , (ω1, . . . , ωd−p), d désignant
la dimension de X , le ourant
T ∧ (iα1 ∧ α1) ∧ · · · ∧ (iαd−p ∧ αd−p)
est une mesure positive sur X . Quand T = c1(L ), ela équivaut à dire que la
métrique hermitienne sur L s'érit (dans une trivialisation loale ι : L ≃ OX)
‖s‖2 (x) = |ι(s)(x)|2 exp(−u(x)), où u est une fontion pluri-sous-harmonique (psh
pour abréger) sur X .
1.2. Cas des espaes singuliers.  Soit X un espae analytique omplexe ré-
duit. Suivant [33℄, on dira qu'une fontion f sur X est C∞ si pour tout morphisme
analytique ϕ : U → X d'un ouvert de Cn vers X , la omposée ϕ∗f est une fontion
C∞ sur U . On dénit de même la notion de forme diérentielle de lasse C∞, de
fontion psh sur X .
Un bré en droites hermitien L sur X sera dit C∞ (resp. à ourbure positive) si
dans toute trivialisation loale, la métrique est donnée par une fontion C∞ (resp.
psh). Cela revient à dire que pour tout morphisme analytique ϕ : U → X d'un ouvert
de Cn vers X , le bré en droites hermitien ϕ∗L sur U est muni d'une métrique lisse
(resp. à ourbure positive).
On ommetra aussi l'abus de langage onsistant à érire que, L étant un bré en
droites hermitien sur un espae analytique omplexe, le ourant c1(L ) est positif.
Cela signiera que la métrique est donnée par une fontion ontinue et psh.
1.3. Métriques adéliques.  Soit X une variété projetive sur un orps de
nombres k et L un bré inversible sur X .
La géométrie d'Arakelov onsidère alors la donnée d'un modèle projetif et plat X˜
sur l'anneau ok′ des entiers d'une extension nie k
′
de k, d'un bré inversible L˜ sur
X˜ dont la restrition à la bre générique est une puissane de L , et d'une métrique
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hermitienne C∞ sur X(C), supposée invariante par la onjugaison omplexe. Si w
est une plae nie de k′, on déduit du modèle entier une norme w-adique sur les
bres de L en dérétant que les setions entières en w ont une norme 6 1. Si
pour toute plae v de k, les métriques w-adiques aux plaes w de k′ au-dessus de v
sont invariantes par les groupes de Galois loaux, une telle donnée détermine une
olletion de normes v-adiques sur L , appelée métrique adélique algébrique sur L .
Plus généralement, on dit ([34℄, 1.2) qu'une olletion (ρv) de normes v-adiques sur
les bres de L est une métrique adélique s'il existe une métrique adélique algébrique
(τv) sur L telle que :
 pour toute plae v, le rapport τv/ρv est une fontion ontinue bornée sur X(kv),
invariante sous l'ation de Gal(kv/kv) ;
 pour presque toute plae non arhimédienne v, τv = ρv.
Une suite de métriques adéliques (ρv,n)n onverge vers une métrique adélique (ρv)
si pour presque tout v, la suite ρv,n = ρv, et si pour tout v, la suite log(ρv,n/ρv)
onverge uniformément vers 0.
En géométrie d'Arakelov, les métriques adéliques qui interviennent sont limites
de métriques adéliques algébriques partiulières : on dit qu'une métrique adélique
algébrique est ample (resp. semi-positive) si, ave les mêmes notations que i-dessus,
L˜ est ample sur X˜ (resp. a un degré > 0 sur toute ourbe ontenue dans une bre
vertiale de X˜) et si la forme de ourbure de L en les plaes arhimédiennes est
stritement positive (resp. positive ou nulle). Une métrique adélique est dite ample
(resp. semi-positive) si elle est limite de métriques adéliques algébriques amples
(resp. semi-positives).
Le produit tensoriel de deux métriques adéliques dénit enore une métrique
adélique ; de même la métrique adélique duale est dénie naturellement. On dit
ainsi qu'une métrique adélique (ρv) sur L est intégrable s'il existe deux brés in-
versibles L1 et L2 sur X munis de métriques adéliques semi-positives (ρ1,v) et (ρ2,v)
tels que L = L1⊗L
∨
2 et ρv = ρ1,v ⊗ ρ
∨
2,v (f. [34℄, 1.3). On notera ouramment L
pour désigner la donnée d'un bré inversible L et d'une métrique adélique sur L .
1.4. Hauteurs.  Ces métriques adéliques permettent de dénir des nombres
d'intersetion arithmétique et la hauteur des sous-variétés. En eet, Zhang étend
dans [34℄ la théorie de l'intersetion arithmétique de GilletSoulé ([12℄, voir aussi [28℄
pour une introdution et [7℄ pour un exposé détaillé des hauteurs dans e point de
vue). Il prouve en eet que si L i (pour 1 6 i 6 dimV +1) sont des brés en droites
surX munis de métriques adéliques semi-positives et si V est une sous-variété fermée
de X , les nombres d'intersetion arithmétique
(ĉ1(L˜1) · · · ĉ1(L˜dimV+1)|V )
(alulés à l'aide d'une désingularisation générique de V et d'un modèle entier
(V˜ , (L˜i)), omme dans [7℄, 2.3, si e n'est que nous ne nous intéressons qu'au degré
arithmétique d̂eg de l'élément alulé dans lo.it.) onvergent lorsque les métriques
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adéliques des L˜i approhent elles des L i ([34℄, Th. 1.4). La limite, indépendante
de la suite approximante, est notée naturellement
(ĉ1(L 1) · · · ĉ1(L dimV+1)|V ).
Si V est xé, ela dénit une appliation linéaire en haun des brés, e qui permet
d'étendre la dénition à tous les brés en droites munis de métriques adéliques
intégrables.
Lorsque L est un bré en droites gros (e qui veut dire que c1(L )
dimX > 0) muni
d'une métrique adélique semi-positive (voire intégrable), on dénit la hauteur de V
relativement à L par la formule
h
L
(V ) =
1
(dimV + 1) degL V
(ĉ1(L )
dimV+1|V ).
Si x ∈ X(k) est un point rationnel, on a
h
L
(x) = −
∑
plaes v de k
[kv : Qv] log ‖s‖v (x);
ette expression étant indépendante du hoix d'une setion non nulle s ∈ Lx. Cette
dernière formule a un sens si L est un bré en droites muni d'une métrique adélique
quelonque et la fontion h
L
est alors un représentant de la hauteur de Weil pour
L .
Un théorème fondamental de S. Zhang relie les hauteurs des points et elles des
sous-variétés de X pour un bré en droites muni d'une métrique adélique ample. Si
L est un bré en droites sur X muni d'une métrique adélique intégrable, on note
µ
L
(X) = inf
x∈X(k)
h
L
(x) et e
L
(X) = sup
Y(X
inf
x 6∈Y (k)
h
L
(x).
Ce sont des éléments de R ∪ {−∞} et R ∪ {±∞} respetivement.
Théorème 1.5 (f. [34℄, Th. 1.10).  Soit L un bré inversible gros muni d'une
métrique adélique semi-positive et tel que µ
L
(X) 6= −∞. Alors, on a l'inégalité
e
L
(X) > h
L
(X) >
1
dimX + 1
(e
L
(X) + (dimX)µ
L
(X)) .
Démonstration.  Ce théorème est prouvé dans [34℄ lorsque la métrique adélique
est ample. Nous pourrons ainsi l'appliquer lorsque le bré en droites est ample sur
la bre générique (e qui implique que µ
L
> −∞) et muni d'une métrique adélique
semi-positive.
Soit π : X˜ → X une désingularisation générique de X et M un bré inversible
muni d'une métrique adélique ample sur X˜ . Pour a ∈ N∗, soit Ma = π
∗L
⊗a
⊗M ;
'est un bré en droites ample sur X˜ muni d'une métrique adélique semi-positive.
D'après le théorème d'approximation 3.6.1 de [21℄, Ma est un bré inversible muni
d'une métrique adélique ample. On peut lui appliquer le théorème 1.10 de [34℄, d'où
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l'inégalité
e
Ma
(X˜) > h
Ma
(X˜) >
1
1 + dimX
(e
Ma
(X˜) + µ
Ma
(X˜)).(†)
Or, en utilisant la multilinéarité des produits d'intersetion, on voit que lorsque a
tend vers +∞,
1
o
) a− dimXc1(π
∗
L
⊗a ⊗M )dimX onverge vers c1(π
∗L )dimX = c1(L )
dimX
d'après
la formule de projetion ;
2
o
) de même, a−1−dimX(ĉ1(π
∗
L
⊗a
⊗M )1+dimX |X˜) onverge vers (ĉ1(L )
1+dimX |X) ;
3
o
) omme µ
L
6= −∞, a−1µ
Ma
tend vers µ
L
;
4
o
) et nalement, puisque π est birationnel, a−1e
Ma
tend vers e
L
.
Lorsqu'on divise les 3 membres de l'inégalité (†) par a et qu'on fait tendre a vers +∞,
on obtient l'inégalité souhaitée.
1.6. Théorie de BedfordTaylor.  En un ertain sens, la théorie des métriques
adéliques est une omplétion de la théorie d'Arakelov usuelle, en tout as en e qui
onerne des produits de premières lasses de Chern arithmétiques. Elle fait inter-
venir des limites d'intégrales de formes diérentielles positives et le fait remarquable
est que la limite de es formes existe souvent en tant que ourant.
PropositionDénition 1.7.  Soient Lj (pour 1 6 j 6 d) des brés en droites
sur une variété projetive omplexe X de pure dimension d, munis de métriques her-
mitienne ontinues ωj que l'on suppose limites uniformes de métriques hermitiennes
ωj,k lisses à formes de ourbure positives.
Soit π : X˜ → X une résolution des singularités de X (i.e. un morphisme bira-
tionnel propre tel que X˜ est lisse). Les formes diérentielles
∧d
j=1 c1(π
∗Lj , π
∗ωj,k)
sur X˜ onvergent vers un ourant positif fermé sur X˜. Son image par π∗ est une
mesure sur X indépendante du hoix de X˜. On la note
∧d
j=1 c1(Lj , ωj) ; ette ex-
pression est linéaire symétrique en les (Lj, ωj).
Si tous les brés sont égaux à (L , ω), on dénit ainsi c1(L , ω)
d
qui est une mesure
positive sur X. Si elle donne à X une mesure non nulle, on notera νL ,ω l'unique
mesure de probabilité proportionnelle à c1(L , ω)
d
.
Démonstration.  C'est essentiellement une reformulation des résultats de Bedford
Taylor et Demailly (f. [1℄, [11℄) sur l'opérateur de MongeAmpère. Commençons
par prouver le résultat onernant la limite de ourants sur X˜. Le problème étant
loal, quitte à hoisir une partition de l'unité nie de X˜ , il n'est pas restritif de
supposer que les brés Lj sont triviaux. Les métriques ωj et ωj,k orrespondent alors
à des fontions uj (ontinue) et uj,k (lisse) sur X˜ via la formule
ωj(f)(x) = |f(x)|e
−uj(x).
De plus, uk,j onverge uniformément vers uj sur X˜ et
c1(π
∗
Lj , π
∗ωj,k) = dd
cuj,k.
POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES 9
D'après par exemple le orollaire 2.6 de [11℄, le produit
∧d
j=1(dd
cuj,k) onverge au
sens des ourants vers un ourant positif fermé noté
∧d
j=1(dd
cuj) sur X˜ . Comme il
est de degré (d, d), 'est une mesure.
Pour démontrer que l'image de ette mesure surX est indépendante du hoix de la
résolution des singularités hoisie, remarquons qu'on peut  oier  deux résolutions
X˜1 → X et X˜2 → X par une troisième X˜3 → X˜1 ×X ×X˜2 → X . Il sut alors de
démontrer que la mesure alulée sur X˜3 poussée sur X˜1 est égale à la mesure
alulée sur X˜1. Il est lair qu'elles oïnident là où X˜3 → X˜1 est un isomorphisme.
Le omplémentaire dans X˜3 est un fermé algébrique de dimension < d ; 'est un
ensemble pluripolaire qui est don de mesure nulle pour la mesure (ddcu3)
d
, voir par
exemple [15℄, proposition 4.6.4.
Les mesures données par la proposition préédente apparaissent naturellement
en géométrie d'Arakelov. C'est dans le travail de V. Maillot [21℄ sur la géométrie
d'Arakelov des variétés toriques qu'elles ont été introduites pour la première fois de
manière générale.
Nous utiliserons le alul suivant :
Proposition 1.8.  Soient X une variété projetive dénie sur un orps de nom-
bres k ⊂ C et L un bré en droites (big) sur X muni d'une métrique adélique semi-
positive. Soit f : X(C)→ R une fontion ontinue. On suppose qu'il existe un bré
inversible ample métrisé M sur X dont la métrique hermitienne sous-jaente a une
ourbure c1(M ) positive et tel que c1(M ) + dd
cf est un ourant positif. Dénissons
le bré inversible métrisé L (εf) omme L mais dont la métrique hermitienne à la
plae innie k →֒ C est multipliée par exp(−εf).
Le bré L (εf) est alors intégrable et la hauteur de X relativement à e bré
vérie le développement limité
h
L (εf) = hL (X) + ε
∫
X(C)
fν
L
+O(ε2).
Démonstration.  L'existene de M montre que le bré trivial OX(εf) dont la
métrique adélique est multipliée par exp(−εf) est intégrable. Ainsi, par produit
tensoriel, L (εf) est intégrable. Comme le produit d'intersetion des brés en droites
munis de métriques adéliques intégrables est multilinéaire, on a l'égalité
(ĉ1(L (εf))
dimX+1|X) =
dimX+1∑
k=0
εk
(
dimX + 1
k
)
(ĉ1(OX(f))
kĉ1(L )
dimX+1−k|X).
Compte tenu de la dénition de h(X), il sut, pour établir la proposition, de prouver
l'égalité
(ĉ1(OX(f))ĉ1(L )
dimX |X) =
∫
X(C)
fc1(L )
dimX .
Mais ette dernière égalité est vraie lorsque la métrique adélique est algébrique ('est
la formule a(η)x = a(ηω(x)) de [28℄, III, 2.3.1) ; la hauteur est dénie par passage
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à la limite en approhant la métrique adélique par des métriques algébriques, de
même que la mesure dans la dénition 1.7.
2. Métriques adéliques anoniques sur les variétés abéliennes
Une partie des résultats de e paragraphe est bien onnue des spéialistes. Les
préisions qu'on peut y trouver nous seront néanmoins utiles dans la suite de e
texte.
Soit A une variété abélienne sur un orps k. Si ε ∈ A(k) est la setion neutre, un
bré en droites rigidié sur A est la donnée d'un bré en droites L sur A et d'un
élément non nul de L |ε ('est-à-dire d'un isomorphisme ε
∗L ≃ OSpec k). Si l'on se
donne deux brés inversibles rigidiés isomorphes, il existe un unique isomorphisme,
dit rigidié, qui respete les rigidiations.
Si L est un bré inversible sur A, on note Cube(L ) le bré inversible sur A3
donné par
p∗123L ⊗ p
∗
12L
−1 ⊗ p∗23L
−1 ⊗ p∗31L
−1 ⊗ p∗1L ⊗ p
∗
2L ⊗ p
∗
3L
où pI désigne le morphisme A
3 → A donné par la somme des omposantes d'indies
ontenus dans I. Si L est rigidié, Cube(L ) est anoniquement rigidié et le
théorème du ube implique alors que pour tout bré en droites rigidié, il existe
un unique isomorphisme Cube(L ) ≃ OA3 ompatible aux rigidiations ; et iso-
morphisme sera appelé isomorphisme du ube.
De même, Carre´(L ) est le bré inversible sur A2 déni ave des notations ana-
logues par
p∗12L ⊗ p
∗
1L
−1 ⊗ p∗2L
−1.
Lorsque L est rigidié,Carre´(L ) aussi et si L est algébriquement équivalent à zéro,
il existe un unique isomorphisme rigidié Carre´(L ) ≃ OA2, appelé isomorphisme du
arré.
Lemme 2.1.  Soit A une variété abélienne sur un orps k et L un bré en
droites rigidié sur A muni d'un isomorphisme rigidié
ϕ : [n]∗L ≃ L d
pour deux entiers n et d > 2.
On suppose que
 soit k est un orps valué et L est muni d'une métrique v-adique,
 soit k est un orps de nombres et L est muni d'une métrique adélique ;
et on suppose que ette métrique est telle que l'isomorphisme ϕ est une isométrie.
L'isomorphisme du ube est alors une isométrie.
Si L est algébriquement équivalent à zéro, on a la même assertion ave l'isomor-
phisme du arré.
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Démonstration.  Qu'un morphisme de brés en droites métrisés soit une isométrie
se vérie plae par plae. Il sut don de traiter le as où k est un orps valué.
Soit s ∈ Γ(A3,Cube(L )) l'image de la setion 1 par l'isomorphisme du ube.
Alors, σ = [n]∗s/sd est une setion globale rigidiée du bré inversible rigidié
[n]∗Cube(L ) ⊗ Cube(L )−d. Comme ϕ induit une isométrie de e bré inversible
ave le bré inversible trivial (muni de la métrique triviale ‖1‖ = 1), la norme de σ
est onstante, égale à 1. Soit f(x) = log ‖s‖ (x). C'est une fontion ontinue bornée
sur A(k) telle que pour tout x ∈ A(k), f(nx) = df(x). Comme la multipliation par
n est surjetive sur A(k), on en déduit que
inf f = d inf f, sup f = d sup f.
Comme d > 2, inf f = sup f = 0. Autrement dit, s est de norme onstante égale à
1 et l'isomorphisme du ube est une isométrie.
L'argument pour l'isomorphisme du arré est identique.
Pour tout bré en droite rigidié sur une variété abélienne qui est symétrique
ou antisymétrique, il existe un unique isomorphisme [n]∗L ≃ L d ave d = n2
ou d = n suivant les as. Le théorème 2.2(b) de [34℄ implique alors l'existene de
métriques rendant es isomorphismes des isométries. Le lemme préédent implique
don que tous les brés en droite rigidiés sur une variété abélienne sur un orps
valué (resp. sur un orps de nombres) disposent d'une métrique anonique qui rend
les isomorphismes du ube ou du arré une isométrie.
Si L est ample et symétrique, il est bien onnu que h
L
est la hauteur de Néron
Tate sur A(k) assoiée à L , hauteur que l'on note aussi ĥL .
Corollaire 2.2.  Soit A une variété abélienne sur un orps k qui est soit un
orps valué soit un orps de nombres. Soient L et Q deux brés en droites rigidiés
sur A, L étant ample et Q algébriquement équivalent à zéro. Soit q ∈ A(k) tel que,
notant tq : A→ A la translation par q dans A, on ait
ϕL (q) = t
∗
qL ⊗L
−1 = Q.
Alors, il existe une isométrie anonique ompatible aux rigidiations
Q ≃ t∗qL ⊗L
−1
⊗L
−1
|q.
Démonstration.  Notons Q′ le bré métrisé du membre de droite. Il est rigidié
grâe à la présene du troisième terme si bien qu'il sut de prouver qu'il vérie le
théorème du arré ave métrique. Or,
Carre´(Q′) = p∗12Q
′ ⊗ p∗1Q
′
−1
⊗ p∗2Q
′
−1
= p∗12t
∗
qL ⊗ p
∗
12L
−1
⊗ p∗1t
∗
qL
−1
⊗ p∗2t
∗
qL
−1
⊗ p∗1L ⊗ p
∗
2L ⊗L |q
= Cube(L )|A2×{q} = OA2 .
Soit A une variété abélienne sur un orps de nombres k. Si L est un bré inversible
rigidié, symétrique et ample sur A, la métrique adélique anonique sur L est
elle-même ample en vertu du théorème 2.2 de [34℄. Lorsque L est algébriquement
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équivalent à zéro, le orollaire préédent implique que la métrique adélique anonique
est intégrable. Le fait qu'elle soit même semi-positive dépend d'une onstrution
algébro-géométrique plus préise dont Mihel Raynaud et Klaus Künnemann m'ont
donné deux démonstrations diérentes. Il faut en eet trouver un modèle semi-positif
(d'une puissane) de L sur l'anneau des entiers d'une extension de k. Aux plaes
de bonne rédution, ela ne pose auun problème, de même aux plaes innies où
la forme de ourbure de la métrique hermitienne anonique est nulle. Aux plaes
de mauvaise rédution, il faut montrer qu'une puissane de L possède un modèle
numériquement équivalent à zéro.
Lemme 2.3 (Künnemann).  Soit R un anneau de valuation disrète dont le
orps des frations k est de aratéristique 0. Soient A une variété abélienne sur k et
Q ∈ Pic0A un bré inversible algébriquement équivalent à 0 sur A. Alors, il existe
une extension nie k′ de k, un shéma A˜ propre et plat sur la lture intégrale R′
de R dans k′ et un bré en droites Q˜ sur A˜ tels que
 A˜⊗R′ k
′ = A⊗k k
′
et Q˜ ⊗R′ k
′
est une puissane > 1 de Q ;
 pour toute ourbe C ontenue dans la bre spéiale de A˜, le degré de Q˜ sur C
est égal à 0.
Démonstration.  En fait, K. Künnemann démontre dans [17℄, lemme 8.1, que ei
est vrai pour toute variété projetive lisse sur k qui admet un modèle régulier sur R
et tout yle algébriquement équivalent à 0. Il démontre dans [18℄ (théorèmes 3.5,
4.2) que les variétés abéliennes admettent un modèle régulier quitte à eetuer une
extension nie de k.
Remarque 2.4.  Quelques remarques tout de même sur e lemme. Remarquons
pour ommener qu'il est vrai lorsque la variété abélienne a potentiellement bonne
rédution : sur une extension k′ telle que A⊗k k
′
a bonne rédution, on hoisit pour
A˜ le modèle de Néron de A ⊗k k
′
; 'est un shéma abélien et tout bré en droites
algébriquement équivalent à 0 sur sa bre générique se prolonge en un unique bré
en droites algébriquement équivalent à 0 (existene et propreté du shéma abélien
dual).
Il est aussi vérié si la variété abélienne est une ourbe elliptique : on peut hoisir
pour A˜ le modèle minimal régulier et l'étude de la matrie d'intersetion de la
bre spéiale montre que tout diviseur de degré 0 s'étend en un unique diviseur (à
oeients rationnels) qui est de degré 0 sur haque omposante irrédutible de la
bre spéiale.
Dans le as général, Künnemann se ramène au as des ourbes en utilisant le fait
qu'un bré en droite algébriquement équivalent à 0 provient via une orrespondane
d'un bré en droite de degré 0 sur une ourbe projetive lisse, quitte à faire une
extension des salaires. Pour les ourbes, le même argument onernant la matrie
d'intersetion de la bré spéiale fournit l'extension voulue. L'existene d'un modèle
régulier où la théorie de l'intersetion de Fulton puisse s'appliquer permet d'étendre
ette orrespondane et don d'obtenir l'extension reherhée.
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Appliquée à une ourbe elliptique, la formule de FaltingsHrilja exprime l'auto-
intersetion d'un diviseur d'Arakelov de degré 0 en fontion de la hauteur de Néron
Tate du point orrespondant. Sur une variété abélienne, elle admet la généralisation
suivante.
Théorème 2.5.  Soit A une variété abélienne sur un orps de nombres k, L et
Q deux brés en droites rigidiés sur A munis de leurs métriques adéliques anon-
iques. On suppose que L est ample symétrique et Q algébriquement équivalent à
zéro. Soit q ∈ A(k) un point tel que Q = ϕL (q) ( = t
∗
qL ⊗L
−1
).
Alors, pour tout a ∈ {0, . . . , 1 + dimA}, a 6= 2, on a
(ĉ1(Q)
aĉ1(L )
1+dimA−a|A) = 0,
tandis que pour a = 2, on a
(ĉ1(Q)
2ĉ1(L )
dimA−1|A) = −
2
dimA
c1(L )
dimAĥL (q).
Démonstration.  Notons g = dimA et soit f la fontion polynomiale dénie par
f(x) =
(
ĉ1(L ) + xĉ1(Q)
)g+1
=
g+1∑
a=0
(
g + 1
a
)
xaĉ1(Q)
aĉ1(L )
1+dimA−a.(2.5.1)
On ommene par rappeler que
ĉ1(L )
1+g = 0 ;
en eet, lorsqu'on remplae L par [2]∗L , e nombre est multiplié par 41+g puisque
[2]∗L ≃ L
4
et aussi par 4g ar le degré de la multipliation par 2 est 4g. (Le même
argument permet de prouver la nullité des expressions du théorème pour a 6= 2.)
Comme Q = ϕL (q), le orollaire 2.2 implique que pour x ∈ Z,
xĉ1(Q) = ĉ1(t
∗
xqL )− ĉ1(L )− π
∗ĉ1(L |xq)
où π : A→ Spec k est le morphisme strutural anonique. Ainsi, si x est entier,
f(x) =
(
ĉ1(t
∗
xqL )− π
∗ĉ1(L |xq)
)g+1
=
g+1∑
a=0
(
g + 1
a
)
(−1)aπ∗
(
ĉ1(t
∗
xqL )
g+1−a
)
ĉ1(L |xq)
a
d'après la formule de projetion. Or, ĉ1(L )
g+1−a
s'interprète omme un élément de
ĈHg+1−a(A) si bien que π∗ĉ1(L )
g+1−a
est nul si a 6= 0 et si a 6= 1. Pour a = 0, on a
d̂eg (ĉ1(t
∗
xqL )
g+1) =
(
ĉ1(t
∗
xqL )
g+1|A
)
=
(
ĉ1(L )
g+1|txq ∗A
)
=
(
ĉ1(L )
g+1|A
)
= 0.
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Pour a = 1, π∗ĉ1(L )
g
appartient à ĈH0(Spec ok) et s'identie à c1(L )
g
. Par suite,
f(x) = −
(
g + 1
1
)
c1(L )
gd̂eg ĉ1(L |xq)
= −(g + 1)c1(L )
gĥ
L
(xq)
= −(g + 1)c1(L )
gĥ
L
(q) · x2.(2.5.2)
En omparant les formules (2.5.1) et (2.5.2), on obtient le théorème.
3. Hauteurs normalisées sur les variétés semi-abéliennes
3.1. Compatiations équivariantes.  On onsidère un shéma semi-abélien
1→ T → G→ A→ 0
sur un shéma S (disons, noethérien, séparé ; rapidement, S sera le spetre de l'an-
neau des entiers d'un orps de nombres). Fixons une ompatiation équivariante
T →֒ X du tore (ainsi, X est une S-variété torique). On supposera toujours que
X est projetive lisse sur S. Alors, l'image direte de G par le morphisme T → X
dénit un S-shéma G, ainsi qu'un morphisme π : G→ A propre ('est une bration
dont les bres sont, loalement sur A pour la topologie de Zariski, isomorphes à X) ;
f. par exemple [6℄, 10.2, Lemma 6.
De manière plus élémentaire, dans le as où le tore T est déployé sur S, un isomor-
phisme T ≃ Gtm nous fournit t brés en droites sur A, algébriquement équivalents
à 0, notés L1, . . . , Lt. Alors, si T →֒ X est donné par un éventail (régulier) S de
Rt, on peut dérire G en reollant des sous-shémas de brés vetoriels sur A de la
forme V(
t⊕
i=1
(
t⊗
j=1
L
⊗nij
j )).
Remarque 3.2.  Dans ma thèse [8℄, j'ai traité le as où T = Gm. Lorsque S est
le spetre d'un orps de aratéristique 0, P. Vojta fait ette onstrution dans son
artile [32℄. Auparavant, J-P. Serre [27℄ avait onsidéré la ompatiation Gtm →֒
(P1)t. Voir aussi KnopLange [16℄, toujours lorsque S est le spetre d'un orps.
Dans un travail réent ave Yuri Tshinkel [9℄, nous introduisons la notion de
torseur arithmétique qui élaire partiulièrement es onstrutions de hauteurs dans
des situations brées.
L'ation de T sur X se prolonge en une ation m : G × G → G. On dispose
aussi de S-morphismes G → G, notés [n]G qui prolongent la multipliation par n :
G→ G.
3.3. Fibrés en droites G-linéarisés.  Comme X est lisse, tout diviseur de X
invariant par l'ation de T dénit un unique faiseau inversible L sur G, G-linéarisé
au sens que si p1, p2 (resp. m) désignent les deux projetions (resp. la loi d'addition)
G ×S G → G, on a un isomorphisme (p1, m)
∗L ≃ (p1, p2)
∗L . (Autrement dit, on
dispose d'isomorphismes ompatibles, pour x ∈ G et g ∈ G, Lg·x ≃ Lg ⊗Lx.) En
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partiulier, la restrition de L à la setion unité de G est munie d'une trivialisation
anonique. De même, on dispose d'un isomorphisme anonique [n]∗
G
L ≃ L ⊗n.
Désormais, on se plae sur le spetre d'un orps de nombres k.
Proposition 3.4.  Tout faiseau inversible G-linéarisé L sur la ompatia-
tion G possède une unique métrique adélique telle que pour tout entier n > 1, l'iso-
morphisme anonique [n]∗
G
L ≃ L ⊗n soit une isométrie.
Démonstration.  Fixons un entier n > 1. S. Zhang a montré ([34℄, Theorem 2.2)
que L possède pour toute plae v de k une unique métrique v-adique ontinue et
bornée ‖·‖v telle que l'isomorphisme anonique [n]
∗
G
L ≃ L ⊗n soit une isométrie
en v.
Il faut montrer que la olletion des métriques ‖·‖ = (‖·‖v)v est une métrique
adélique. Il sut de vérier que la olletion de métriques obtenue provient pour
presque toute plae v d'un modèle entier sur un ouvert U du spetre de l'anneau ok
des entiers de k. Pour ela, il sut de démontrer les quatre points suivants :
 la ompatiation équivariante G se prolonge en un shéma propre et plat GU
sur U ;
 le morphisme [n]G se prolonge en un morphisme ϕ : GU → GU ;
 le faiseau inversible L se prolonge en un faiseau inversible LU sur GU ;
 l'isomorphisme [n]∗L ≃ L ⊗n se prolonge en un isomorphisme ϕ∗LU ≃ L
⊗n
U .
En eet, e modèle entier dénit pour toute plae v de k qui domine U une métrique
v-adique anonique ; les propriétés i-dessus impliquent que ette métrique v-adique
rend l'isomorphisme [n]∗L ≃ L ⊗n une isométrie, ainsi qu'il fallait prouver.
Il existe alors un ouvert U de Spec ok tel que :
 la k-variété abélienne A se prolonge en un shéma abélien AU sur U :
 le k-tore T se prolonge en un tore TU sur U ;
 la variété torique (lisse) T →֒ X se prolonge en une U-variété torique lisse
TU →֒ XU .
Alors, l'extension G ∈ Ext1Spec k(A, T ) se prolonge en une unique extension GU de
AU par TU . Le résultat est bien onnu si T = Gm (existene du shéma abélien
dual) ; il s'en déduit immédiatement pour un tore déployé puis par desente au as
d'un tore quelonque. Puis, la ompatiation équivariante G se prolonge en une
ompatiation équivariante GU du U-shéma semi-abélien GU .
On peut de plus supposer que L provient d'un diviseur eetif T -invariant sur
X ; alors, e diviseur s'étend en un unique diviseur TU -invariant sur XU , puis en
un unique diviseur GU -invariant sur GU . Ainsi, L se prolonge en un unique fais-
eau inversible GU -linéarisé LU sur GU . On dispose ainsi d'un unique isomorphisme
[n]∗
GU
LU ≃ L
⊗n
U qui prolonge l'isomorphisme analogue sur Spec k.
Montrons maintenant que es métriques adéliques ne dépendent pas du hoix de
l'entier n. Par uniité, la métrique adélique assoiée à un entier n est égale à la
métrique adélique assoiée à tout multiple mn, laquelle oïnide ave la métrique
adélique pour l'entier m, d'où l'assertion d'uniité.
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Remarque 3.5.  Dans le as où A = 0 et X = Pt, ette métrique est une des
métriques usuelles sur OP(1) : si P ∈ k(x0, . . . , xn) est homogène de degré 1,
‖P‖ (x0 : · · · : xt) =
|P (x0, . . . , xn)|
max(|x0|, . . . , |xt|)
.
Plus généralement, toujours quand A = 0, elle a été onsidérée de manière ap-
profondie par Maillot [21℄ dans son étude de la géométrie d'Arakelov des variétés
toriques. Quand A est quelonque et t = 1, don X = P1, je l'ai utilisée dans [8℄.
Proposition 3.6.  Si L provient d'un diviseur invariant ample sur X, ette
métrique adélique est de plus semi-positive. En partiulier, les métriques adéliques
fournies par la proposition 3.4 sont intégrables.
Démonstration.  Quitte à faire une première extension des salaires, on peut sup-
poser que le tore sous-jaent à G est déployé. Soient alors Qi des brés en droites
algébriquement équivalents à 0 sur A qui dénissent la variété semi-abélienne G.
D'après le lemme 2.3, il existe une extension nie k′ de k, des modèles A˜i de A sur
Spec ok′, un entier N > 1 et des modèles Q˜i des Q
⊗N
i sur A˜i qui sont de degré 0 sur
toute ourbe ontenue dans une bre vertiale. Quitte à remplaer A par le produit
bré des A˜i au-dessus de Spec ok′, nous pouvons supposer que tous les A˜i sont égaux
à A˜.
Soit G′ la variété semi-abélienne image de G par l'image direte via le morphisme
T
[N ]
−→ T . Par le A-morphisme naturel G→ G′ d'élévation à la puissane N dans les
bres, L ⊗N s'identie isométriquement à l'image réiproque d'un bré L ′ sur G′.
Il sut ainsi de montrer que le métrique adélique sur L ′ est semi-positive.
Soit G˜ le ok′-modèle de G
′
obtenu en reollant des sous-shémas de brés vetoriels
sur A˜ de la formeV(⊕i(⊗jQ˜
ni,j
j )). Soit L˜ le modèle entier de L
′
induit par le même
diviseur T -invariantDX surX que elui qui dénit L . D'après la théorie des variétés
toriques, il existe alors des diviseurs Ds T -invariants sur X linéairement équivalents
à un multiple nsDX tels que
⋂
sDs = ∅. Sur G˜, on dispose de diviseurs [Ds] induits
par les Ds dont l'intersetion est vide. De plus, il existe pour tout s un bré en
droites Qs sur A de la forme
⊗
j Q˜
mj
j tel que L
′ = O([Ds])⊗ π
∗Qs.
Soit C une ourbe ontenue dans une bre vertiale de G˜. Soit s tel que C 6⊂ [Ds].
Alors degO([Ds])|C > 0 et puisque les Q˜j sont de degré 0 sur l'image π(C) de C
dans A˜, on a
deg L˜ |C > 0.
De plus, L ′ possède une métrique hermitienne dont la forme de ourbure est
positive ou nulle : il sut de noter que du point de vue diérentiel hermitien, la
bration G → A est loalement un produit, un bré en droites algébriquement
équivalent à 0 sur une variété abélienne étant plat. On reopie alors la preuve de [34,
2.3℄ en remplaçant le mot  ample  par  semi-positif .
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3.7. Constrution des hauteurs normalisées.  Considérons un bré in-
versibleG-linéariséL surG, relativement ample sur A, muni de sa métrique adélique
anonique. Alors, pour tout bré inversible ample symétrique M sur A, L ⊗ π∗M
est ample. (C'est une onséquene du fait que les bres deG→ A sont toutes isomor-
phes, voir [31℄, Lemma 3.1.) En munissant M de la métrique adélique dénissant la
hauteur de NéronTate sur A omme dans la paragraphe 2, on obtient une métrique
adélique semi-positive anonique sur L ⊗ π∗M , et don une fontion hauteur sur
les sous-variétés de G. Comme L ⊗π∗M est ample, sa restrition aux points est un
représentant d'une hauteur de Weil sur G(k).
Denition 3.8.  Cette fontion, attahée à (T →֒ X,L ,M ), sera appelée hau-
teur normalisée. On la note h
L⊗π∗M et ĥ lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté possible.
Lorsque la variété torique T →֒ X hoisie pour ompatier G est une variété
de Fano, on peut hoisir pour L le bré inversible assoié au omplémentaire de T
dans X qui est un diviseur T -invariant relativement ample (diviseur antianonique
relatif). Dans e as, la hauteur normalisée ne dépend plus que d'une ompatia-
tion équivariante du tore et d'un faiseau inversible ample symétrique sur la variété
abélienne. Les deux exemples lassiquement utilisés (Ggm ⊂ (P
1)g et Ggm ⊂ P
g
) sont
d'ailleurs dans e as.
Il résulte de la dénition des métriques adéliques anoniques que la hauteur nor-
malisée d'un point x ∈ G(k) relativement à L ⊗ π∗M vérie pour tout point
x ∈ G(k) et tout entier n > 1 la relation
h
L⊗π∗M ([n]Gx) = hL ([n]Gx) + hM (π([n]Gx)) = nhL (x) + n
2h
M
(π(x)).
On a alors le lemme suivant :
Lemme 3.9.  Pour tout x ∈ G(k), on a h
L
(x) > 0. Ainsi, pour tout x ∈ G(k),
ĥ(x) > 0 ; on a de plus égalité si et seulement si x est de torsion.
On notera que e lemme implique que pour toute sous-variété X de G renontrant
G, on a l'égalité e
L⊗π∗M (X) > 0.
Démonstration.  Comme L est représenté par un diviseur ontenu dans G \ G,
toute hauteur de Weil attahée à L est minorée sur G(k). La propriété de normal-
isation implique alors que pour tout x ∈ G(k), h
L
(x) > 0.
Comme h
M
est la hauteur de NéronTate sur A, elle est positive, e qui im-
plique ĥ(x) > 0. Si de plus x ∈ G(k) est de hauteur normalisée nulle, on voit que
h
M
(π(x)) = h
L
(x) = 0. Par suite, tous les itérés x, [2]x, et. sont de hauteur nulle.
Comme L ⊗ π∗M est ample et que ĥ est un représentant de la hauteur de Weil
pour e bré, le théorème de Northott implique qu'ils forment un ensemble ni.
Cela implique que x est de torsion. La réiproque est laire.
Remarque 3.10.  Lorsque t = 1 et X = P1, D. Bertrand donne dans [2℄ une
déomposition de la hauteur relative d'un point omme une somme de hauteurs
loales, toutes positives ou nulles. En général, si L est représenté par un diviseur
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G-invariant eetif dont le support ne renontre pas G, on peut vérier que sa setion
anonique est de norme inférieure ou égale à 1 en toute plae.
La proposition suivante résume les propriétés des hauteurs normalisées vis à vis
des morphismes de multipliation par un entier positif.
Proposition 3.11.  Soient V une sous-variété de G et n un entier > 2.
1. Si [n]∗V désigne le yle image direte de V par le morphisme de multipliation
par n, on a pour tous entiers a et b positifs tels que a+ b = dimV + 1 l'égalité
(ĉ1(L )
aĉ1(π
∗
M )b|[n]∗V ) = n
a+2b(ĉ1(L )
aĉ1(π
∗
M )b|V ).
2. Si ξ est un point de torsion de G et V une sous-variété de G, alors V et ξ+V
ont même hauteur normalisée.
Démonstration.  1. C'est la formule de projetion, f. [7, 2.3.1, (iv)℄ dans le as
de métriques adéliques algébriques ; le as général s'en déduit par approxima-
tion.
2. Soit n un entier > 2 tel que [n]Gξ = 0. Comme [n]∗V = [n]∗(ξ + V ), la formule
préédente implique l'égalité des degrés arithmétiques. Comme V et ξ+ V ont
même degré géométrique, l'égalité des hauteurs en résulte.
4. Un exemple
Dans e paragraphe, on on alule expliitement quelques uns des invariants intro-
duits plus haut pour une variété semi-abélienne ompatiée à l'aide du plongement
Gtm ⊂ P
t
.
On se xe ainsi un orps de nombres k, une variété abélienne A de dimension g
dénie sur k, un bré inversible ample et symétrique M sur A et t éléments q1, . . . , qt
de A(k). Pour i ∈ {1, . . . , t}, on pose Qi = ϕM (qi) = t
∗
qi
M ⊗M−1. Tous es brés
en droites sont munis de leur métrique adélique anonique.
Soit G la variété semi-abélienne
G :=
t∏
i=1
(
V(Q∨i ) \ {0}
)
.
(Le produit est relativement à A. Un point de G est la donnée d'un point a ∈ A et
pour tout i, d'un élement non nul de Qi|a.)
En expliitant la onstrution de G faite au  3, on peut identier G au bré
projetif
G = P
(
OA ⊕Q
∨
1 ⊕ · · · ⊕Q
∨
t
)
dont un point est la donnée d'un point a ∈ A et d'éléments non tous nuls de
OA|a,Q1|a, . . . ,Qt|a. Notons π : G→ A la projetion anonique.
Les t + 1 diviseurs Gtm-invariants de P
t
dénis par la nullité des oordonnées
fournissent des diviseurs D0, . . . , Dt sur G. Les brés inversibles orrespondants
seront notés L0, . . . ,Lt. De plus, on a pour tout i l'égalité Di − D0 ∼ c1(π
∗Qi)
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dans CH1(G) (f. [13, Chap. V, Prop. 2.6℄). Si les Li sont munis de leur métrique
adélique anonique, il est aisé de vérier que l'égalité préédente est vraie ave
métriques : pour tout i ∈ {1, . . . , t},
ĉ1(Li) = ĉ1(L0) + π
∗ĉ1(Qi).
On notera D̂i = ĉ1(Li). Posons aussi
Q =
t⊗
i=1
Qi, q =
t∑
i=1
qi et L =
⊗
i
Li = L0
t+1
⊗ π∗Q.
Proposition 4.1.  Pour toute famille de brés en droites Fj (1 6 j 6 g) munis
de métriques adéliques intégrables sur G, on a
D̂0 · D̂1 · · · D̂t ·
t∏
i=1
ĉ1(Fi) = 0.
Démonstration.  Choisissons des modèles A˜, Q˜i, et G˜ = P(OA˜ ⊕ Q˜1
∨ ⊕ · · · ) sur
l'anneau o des entiers de k. Aux plaes arhimédiennes, munissons les Qi de leur
métriques plate anonique.
Le yle arithmétique D˜i déni par l'annulation de la i
e
oordonnée prolongeDi et
on peut le munir d'un ourant de Green anonique en munissant OA⊕Q1⊕· · ·⊕Qt
de la métrique hermitienne somme direte orthogonale.
Comme les diviseurs D˜i s'intersetent proprement, D˜0 · · · D˜t est représenté par un
ouple (Z, gZ) ∈ Ẑ
t+1(G˜) où Z ∈ Zt+1(G˜) est un yle supporté par l'intersetion
des D˜i et gZ un ourant de Green pour Z. Or, l'intersetion des D˜i est vide, si bien
que Z = 0. L'équation ddcgZ + δZ = ωZ , le fait que ωZ soit C
∞
et l'elliptiité de ddc
impliquent alors qu'il existe un ourant lisse αZ sur G(C), ('est-à-dire une forme
diérentielle de type (t, t) de lasse C∞) et deux ourants u et v de types (t−1, t) et
(t, t− 1) respetivement de sorte que gZ = αZ + ∂u + ∂v. Autrement dit, l'élément
(0, αZ) ∈ Ẑ
t+1(G˜) représente le produit D˜0 · · · D˜t.
Soient F1, . . . ,Fg des brés en droites munis de métriques adéliques sur G. On
veut prouver que le produit
ĉ1(L0) · · · ĉ1(Lt) · ĉ1(F1) · · · ĉ1(Fg) = 0.
Par approximation, on peut supposer que les métriques adéliques sur les Fj sont
algébriques donnés par des éléments ĉ1(F˜j) ∈ ĈH
1(G˜). Soit (Z ′, gZ′) un représentant
de leur produit.
Si l'on se donne des modèles G˜n de G munis de deux morphismes ϕn : G˜n → G˜
et ψn : G˜n → G˜ qui étendent respetivement l'identité et la multipliation par n, le
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nombre à aluler est la limite des expressions
Pn :=
1
nt+1
d̂egψ∗n(Z, gZ) · ϕ
∗
n(Z
′, gZ′) =
1
nt+1
d̂eg ψ∗n(0, αZ) · ϕ
∗
n(Z
′, gZ′)
=
1
nt+1
d̂eg (0, αZ ◦ [n] ∧ ωZ′) =
1
nt+1
∫
G(C)
(αZ ◦ [n])ωZ′
d'après la formule 2.3.1, p. 63 de [28℄.
Le fait d'avoir hoisi une métrique plate sur les Qi a la onséquene suivante. Soit
U ⊂ A(C) un ouvert sur lequel les Qi possède une setion de norme 1. Du point
de vue diérentiel hermitien, on peut alors identier π−1(U) ⊂ G(C) au produit
Pt(C)×U(C). Sur Pt, le produit d'intersetion arithmétique analogue D̂0 · · · D̂t est
représenté par un ouple (0, α) où α est une forme diérentielle de type (t, t) sur
Pt(C). La forme αZ s'identie à la forme diérentielle  onstante  induite par α,
et αZ ◦ [n] sur G(C) s'identie de même à [n]
∗α. La nullité de la hauteur des variétés
toriques pour les métriques adéliques anoniques ([21℄, proposition 7.1.1) signie
exatement que
lim
n→+∞
n−t−1
∫
Pt(C)
[n]∗α = 0.
Par suite, Pn tend vers 0 quand n tend vers +∞, omme il fallait démontrer.
Théorème 4.2.  Relative au bré inversible métrisé L ⊗ π∗M , on a
ĥ(G) = −
1
(t + 1)(t+ 2)
(
ĥM (q) +
t∑
i=1
ĥM (q − (t+ 1)qi)
)
.
Démonstration.  On veut aluler ĉ1(L ⊗π
∗M )g+t+1. L'égalité de yles [2]∗G =
22g+tG et la proposition 3.11 impliquent que si a 6= t+ 2,
ĉ1(L )
aĉ1(π
∗
M )g+t+1−a = 0.
Ainsi,
ĉ1(L ⊗ π
∗
M )g+t+1 =
(
g + t+ 1
t + 2
)
ĉ1(L )
t+2ĉ1(π
∗
M )g−1
=
(
g + t+ 1
t+ 2
)(
(t + 1)ĉ1(L0) + ĉ1(π
∗
Q)
)t+2
ĉ1(π
∗
M )g−1
=
(
g + t+ 1
t+ 2
) t+2∑
a=0
(
t+ 2
a
)
(t+ 1)aĉ1(L0)
aĉ1(π
∗(Q))t+2−aĉ1(π
∗(M ))g−1
=
(
g + t+ 1
t+ 2
) t+2∑
a=0
(
t+ 2
a
)
(t+ 1)aπ∗
(
ĉ1(L0)
a
)
ĉ1(Q)
t+2−aĉ1(M )
g−1
d'après la formule de projetion. On voit que dans ette somme, si (t+2−a)+(g−1) >
g+1, 'est-à-dire si a < t, le terme orrespondant est nul. Il nous faut ainsi aluler
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π∗ĉ1(L0)
a
pour a = t, a = t + 1 et a = t + 2. Ce sont des éléments de ĈH0(A),
ĈH1(A) et ĈH2(A) respetivement.
Le premier est en fait égal à π∗c1(L0)
t = 1 (par exemple pare que le produit est
représenté numériquement par le yle D1 · · ·Dt).
Utilisons maintenant la proposition préédente que l'on peut développer en
0 = ĉ1(L0)
t+1 + ĉ1(L0)
tπ∗ĉ1(Q) + ĉ1(L0)
t−1π∗
(∑
i<j
ĉ1(Qi)ĉ1(Qj)
)
+ · · ·
Appliquant π∗ et utilisant la formule de projetion, on obtient ainsi
π∗ĉ1(L0)
t+1 = −ĉ1(Q)
tandis que si on multiplie par ĉ1(L0) avant d'appliquer π∗, on trouve
π∗ĉ1(L0)
t+2 = ĉ1(Q)
2 −
∑
i<j
ĉ1(Qi)ĉ1(Qj) =
1
2
ĉ1(Q)
2 +
1
2
t∑
i=1
ĉ1(Qi)
2.
(À proprement parler, on n'érit es égalités qu'après avoir multiplié les deux mem-
bres par ĉ1(Q)
aĉ1(M )
b
pour a+ b = g ou g − 1.) Il en résulte que
ĉ1(L ⊗ π
∗
M )g+t+1
=
(
g + t+ 1
t + 2
)(
(t+ 2)(t+ 1)
2
(t+ 1)tĉ1(Q)
2 − (t+ 2)(t+ 1)t+1ĉ1(Q)
2
+ (t + 1)t+2
1
2
(
ĉ1(Q)
2 +
∑
i
ĉ1(Qi)
2
))
ĉ1(M )
g−1
=
1
2
(
g + t + 1
t+ 2
)
(t+ 1)t+1
(
−ĉ1(Q)
2 + (t+ 1)
t∑
i=1
ĉ1(Qi)
2
)
ĉ1(M )
g−1
= −
1
g
(
g + t + 1
t+ 2
)
(t+ 1)t+1c1(M )
g
(
(t+ 1)
t∑
i=1
ĥM (qi)− ĥM
( t∑
i=1
qi
))
d'après le théorème 2.5. Ainsi, on a
ĉ1(L ⊗ π
∗
M )g+t+1 =
= −
(g + t+ 1)!
g!(t+ 2)!
(t+ 1)t+1c1(M )
g
(
(t+ 1)
t∑
i=1
ĥM (qi)− ĥM
( t∑
i=1
qi
))
Le alul de l'intersetion géométrique est plus faile. Comme les Qi sont al-
gébriquement équivalent à zéro, tout se passe du point de vue numérique omme si
l'on avait un produit et
c1(L ⊗ π
∗
M )g+t =
(
g + t
t
)
(t+ 1)tc1(M )
g.
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Finalement,
ĥ
L⊗π∗M (G) =
1
g + t+ 1
ĉ1(L ⊗ π
∗M )g+t+1
c1(L ⊗ π∗M )g+t
= −
1
g + t+ 1
(g + t+ 1)!
g!(t+ 2)!
g!t!
(g + t)!
(t+ 1)t+1c1(M )
g
(t+ 1)tc1(M )g
×
×
(
(t + 1)
t∑
i=1
ĥM (qi)− ĥM
( t∑
i=1
qi
))
= −
1
t + 2
(
(t+ 1)
t∑
i=1
ĥM (qi)− ĥM
( t∑
i=1
qi
))
.
En utilisant la quadratiité de la hauteur de NéronTate, on a enn
ĥ(q) +
t∑
i=1
ĥ(q − (t+ 1)qi) = (t + 1)ĥ(q)− 2(t+ 1)ĥ(q) + (t+ 1)
2
t∑
i=1
ĥ(qi)
= (t+ 1)
(
(t+ 1)
t∑
i=1
ĥ(qi)− ĥ(q)
)
.
si bien que le théorème est démontré.
Le orollaire que voii aquerra tout son sel au paragraphe suivant.
Corollaire 4.3.  On a ĥ(G) 6 0, ave égalité si et seulement si la variété semi-
abélienne G est isotriviale.
Démonstration.  Comme la hauteur de NéronTate est dénie positive sur A(k)⊗
R, la formule du théorème préédent montre que ĥ(G) 6 0. De plus, on a égalité si et
seulement si ĥ(q) = 0 et ĥ(q−(t+1)qi) = 0 pour tout i, 'est-à-dire, 0 = q = (t+1)qi
dans A(k)⊗R. Par suite tous les qi sont de torsion dans A(k), les brés en droites
Qi d'ordre ni et G est isotriviale.
Remarque 4.4.  On peut eetuer le alul de la hauteur normalisée pour le
bré inversible
L
′ =
⊗
06i6t
L
ni
i ⊗ π
∗
M
et, posant
r =
(
n1q1 + · · ·+ ntqt
)
−
(
n0 + · · ·+ nt
)q1 + · · ·+ qt
t + 1
dans A(k)⊗R, on obtient la formule
ĥ′(G) =
(
n0 + · · ·+ nt
t + 1
)2
ĥ(G)− ĥM (r).
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Ainsi, parmi les brés en droites G-linéarisés métrisés L sur G tels que L ⊗ π∗M
est de degré donné, 'est le bré antianonique relatif qui donne à G la plus grande
hauteur.
Lemme 4.5.  On a
µ
L
(G) = −max
(
ĥM (q),max
i
(
ĥM (q − (t + 1)qi)
))
.
Démonstration.  L'intersetion des Di pour 0 6 i 6 t est vide. Par suite, il sut
de prouver les égalités
min
x 6∈D0
ĥ
L⊗π∗M (x) = −ĥM (q), min
x 6∈Di
ĥ
L⊗π∗M (x) = −ĥM (q − (t+ 1)qi).
Compte-tenu de l'isométrie Li ≃ L0 ⊗ π
∗Qi, on a pour x ∈ G(Q),
ĥ
L⊗π∗M (x) = (t+ 1)hL0(x) + hQ(π(x)) + hM (π(x))
= (t+ 1)h
L0
(x) + h
M
(π(x) + q)− h
M
(q)
en vertu de l'isomorphisme de faiseaux inversibles métrisés du orollaire 2.2. Si x
n'appartient pas au support de D0, l'argument de la preuve du lemme 3.9 implique
que h
L0
(x) > 0. Ainsi, pour x 6∈ D0, on a
h
L⊗π∗M (x) > −hM (q).
L'intersetion des Di pour i 6= 0 est un sous-shéma fermé de G que la projetion π
identie anoniquement à A et la restrition de L0 s'identie alors au bré trivial.
Ainsi, si x est dans tous les Di mais pas dans D0, et si de plus π(x) = −q, on a
h
L⊗π∗M (x) = −hM (q).
De la même manière, on prouve que si x 6∈ Di,
ĥ
L⊗π∗M (x) > −ĥM (q − (t+ 1)qi)
et que ette minoration est optimale sur G \Di.
Corollaire 4.6.  On a µ(G) 6 0, ave égalité si et seulement si G est une variété
semi-abélienne isotriviale.
5. Variantes de la onjeture de Bogomolov
Soient G une variété semi-abélienne sur un orps de nombres k ⊂ Q. On xe une
ompatiation G ainsi qu'une hauteur normalisée omme préédemment. Soit X
une sous-variété irrédutible de G et X son adhérene dans G. Rappelons qu'on
appelle sous-variété de torsion de G toute sous-variété de G⊗Q qui est la translatée
d'un sous-groupe algébrique de G⊗Q par un point de torsion.
F. Bogomolov énone dans [4℄ une onjeture sur la hauteur de NéronTate des
points algébrique des sous-variétés d'une variété abélienne. Cet énoné se généralise
aux variétés semi-abéliennes de la façon suivante.
Énoné 5.1 (Généralisation de la onjeture de Bogomolov)
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1. L'ensemble des sous-variétés de torsion ontenues dans X n'a qu'un nombre
ni d'éléments maximaux.
2. Si X∗ désigne le omplémentaire dans X des sous-variétés de torsion ontenues
dans X, il existe un réel ε > 0 tel que pour tout x ∈ X∗(Q), ĥ(x) > 0.
Ainsi que l'a montré Zhang dans [33℄, et énoné équivaut dans le as des variétés
abéliennes à un autre énoné que Philippon avait onjeturé indépendamment [23℄.
Énoné 5.2 (Généralisation de la onjeture de Philippon)
La variété X est de hauteur normalisée nulle si et seulement si X est une sous-
variété de torsion de G.
La onjeture d'équirépartition que nous énonçons i-dessous a été introduite par
Szpiro, Ullmo et Zhang dans [29℄ lorsque G est une variété abélienne ; il y est prouvé
qu'elle équivaut dans e as à la onjeture de Bogomolov préédente. L'équirépar-
tition des suites de petits points joue un rle essentiel dans les démonstrations par
Ullmo et Zhang des analogues abéliens des énonés 5.1 et 5.2.
Énoné 5.3 (Conjeture d'équirépartition des petits points)
Soit (xn) une suite de points de G(Q) dont la hauteur normalisée tend vers 0
et telle qu'auune sous-suite ne soit ontenue dans un sous-groupe algébrique strit
de G. Désignons par O(xn) l'adhérene shématique de xn dans G et δO(xn) la mesure
de omptage sur l'ensemble ni O(xn)(C). Alors, la suite de mesures de probabilité
1
#O(xn)
δO(xn)(C) onverge vaguement vers la mesure de Haar normalisée portée par le
sous-groupe ompat maximal de G(C).
Lorsque X est une variété abélienne, es trois énonés sont vrais (voir [30℄,
[35℄ et [10℄). Lorsque X est un tore, les deux premiers énonés ont été démon-
tré par Zhang dans [34℄ puis par d'autres méthodes par BombieriZannier [5℄ et
Shmidt [26℄. L'énoné d'équirépartition est dans e as un théorème de Y. Bilu [3℄.
Dans le as semi-abélien, es énonés ne sont pas forément équivalents et nous
allons même donner un ontre-exemple à l'énoné 5.2 un peu plus bas. Néanmoins,
si µ(X) > 0, 'est-à-dire si la hauteur de tous les points de G est positive, on peut
dire quelque hose.
Lemme 5.4.  Si µ(X) > 0, les énonés 5.1 et 5.2 sont équivalents.
Démonstration.  Bien qu'il faille juste reprendre les arguments utilisés dans l'équiv-
alene des analogues abéliens de es énonés, nous détaillons la preuve pour le onfort
du leteur.
Lorsque µ(X) > 0, l'inégalité du théorème 1.5 s'érit en eet
e(X) > ĥ(X) >
1
1 + dimX
e(X)
si bien que la nullité de ĥ(X) ou elle de e(X) sont équivalentes. Le reste de la
preuve proède omme dans [34℄ :
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Supposons que l'énoné 5.1 est vérié. Si X n'est pas une sous-variété de torsion,
X∗ est non vide si bien que e(X) > ε > 0 et don ĥ(X) > 0. Réiproquement, si
X est une sous-variété de torsion, ses points de torsion sont Zariski-dense, e qui
implique e(X) = 0 et dont ĥ(X) = 0.
Supposons maintenant l'énoné 5.2 satisfait. Si X n'est pas une sous-variété de
torsion, don si ĥ(X) > 0, il existe un ouvert de Zariski non vide U de X tel que
si x ∈ U , la hauteur de x est stritement positive. En partiulier, U ne renontre
auune sous-variété de torsion de G et toute sous-variété de torsion de G ontenue
dans X est ontenue dans X \ U . Par réurrene desendante sur la dimension
des omposantes irrédutibles de X \ U , on voit que les sous-variétés de torsion
maximales ontenues dans X sont en nombre ni. Si de plus la borne inférieure de
la hauteur normalisée sur l'ouvert omplémentaire X∗ était nulle, on pourrait en
déduire l'existene d'une sous-variété de hauteur nulle qui n'est pas inluse dans les
préédentes, et don d'après l'énoné 5.2, une autre sous-variété de torsion, e qui
est une ontradition.
Lemme 5.5.  Si µ(X) > 0, l'énoné 5.3 implique l'énoné 5.2.
Démonstration.  Supposons en eet que la hauteur normalisée de X est nulle mais
que X n'est pas une sous-variété de torsion. Comme on a supposé que µ(X) > 0, le
théorème 1.5 implique omme préédemment que e(X) = 0, 'est-à-dire qu'il existe
une suite (xn) de points de X(Q) dont la hauteur tend vers 0 et onvergeant vers
le point générique de X . En partiulier, auune sous-suite n'est ontenue dans un
sous-groupe algébrique strit. L'énoné 5.3 implique alors que la suite des mesures
δO(xn)(C)/#O(xn) onverge vaguement vers la mesure de Haar normalisée portée
par le sous-groupe ompat maximal de G(C). Par suite, X(C) ontient e sous-
groupe ompat maximal. Remarquons alors que le sous-groupe ompat maximal de
Gm(C) est Zariski-dense dans Gm ; par suite, le sous-groupe ompat maximal d'un
tore omplexe est aussi Zariski-dense, e qui implique que le sous-groupe ompat
maximal de G(C) est dense dans haque bre de G→ A. Puisque X est une sous-
variété algébrique, elle doit ontenir toutes es bres, et don être égal à G, d'où
une ontradition.
Il résulte des aluls du paragraphe 4 que les variétés semi-abéliennes qui ne sont
pas isotriviales sont de hauteur normalisée stritement négative. On a autrement dit
le théorème suivant :
Théorème 5.6.  La généralisation 5.2 de la onjeture de Philippon est fausse.
Néanmoins, et même lorsque G n'est pas isotriviale, µ(G) < 0 et il est don
possible (probable ?) que les deux autres onjetures soient vériées.
Dans la suite de e texte, nous allons démontrer es trois onjetures lorsque G
est isotriviale. Dans e as, µ(G) = 0 si bien que l'on a d'ores et déjà les impliations
Conj. de Bogomolov⇔ Conj. de Philippon⇐ Conj. d'équirépartition.
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De plus, il est lair que si les onjetures 5.1 et 5.3 sont vraies pour une variété semi-
abélienne G, elles sont vraies pour toute variété semi-abélienne qui lui est isogène.
Par suite, il sut de traiter le as d'une variété semi-abélienne qui est un produit
A× T . La théorie du  3 se simplie grandement dans e as et on a G = A×X .
6. Un théorème d'équirépartition générique en rang torique égal à un
Le théorème prinipal de ette setion est le théorème 6.1 i-dessous. Dans le as
d'un tore, il s'agit du théorème de Bilu, dont nous donnons en appendie une preuve
arakelovienne. Nous généralisons en fait ette preuve et obtenons ainsi un théorème
d'équirépartition générique pour les variétés semi-abéliennes de rang torique égal
à 1. Une adaptation des méthodes employées par Ullmo puis Zhang pour en déduire
la onjeture de Bogomolov pour les variétés abéliennes, ainsi que de la méthode
employée par Bilu pour passer de Gm à un tore quelonque nous permettra de
prouver la onjeture de Bogomolov pour les variétés semi-abéliennes isotriviales au
paragraphe suivant.
Théorème 6.1.  Soient, sur un orps de nombres k, une variété abélienne A
et G la variété semi-abélienne A × Gm de ompatiation G = A × P
1
. Notons
π : G → A la projetion naturelle. Soit L un bré ample sur G, muni de sa
métrique adélique anonique qui dénit une hauteur normalisée sur G au sens de la
dénition 3.8.
Soit V ⊂ G une sous-variété fermée (irrédutible et de dimension > 0) qui ren-
ontre G. Soit (xn) une suite générique de petits points de V (k), 'est-à-dire qu'on
suppose :
 qu'auune sous-suite de (xn) n'est ontenue dans un fermé strit de V ;
 et que h
L
(xn)→ 0 quand n→ +∞.
On suppose de plus que l'une des deux hypothèses suivantes est satisfaite :
 ou bien V = G ;
 ou bien la projetion naturelle V (C)→ A(C) est génériquement nie.
Fixons une plae σ : k →֒ C. Pour tout n, soit O(xn) l'orbite de xn dans G sous
l'ation de Gal(k/k) et µO(xn) la mesure de probabilité sur V (Cσ) portée par O(xn)
et invariante sous l'ation de Gal(Cσ/k).
Alors, la suite des mesures µO(xn) onverge vaguement vers la mesure de probabilité
ν
L |V , dénie dans la dénition 1.7.
Avant de démontrer le théorème, remarquons que l'on peut supposer
L = OP(1)⊗ π
∗
M .
On notera D le diviseur  inni  A × {∞} de G. On a OG(D) = OP(1), d'où une
setion anonique sD de OP(1).
Le résultat lef dans la démonstration de e genre de théorème d'équirépartion par
des méthodes de géométrie d'Arakelov est le suivant, démontré par Szpiro, Ullmo et
Zhang quand les métriques hermitiennes sont lisses :
POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES 27
Proposition 6.2 (Szpiro, Ullmo, Zhang).  Considérons un bré en droites
L ample, muni d'une métrique adélique ample sur une variété projetive X dénie
sur un orps de nombres k ⊂ C. On suppose que X est de hauteur nulle pour L .
Soient (xn) une suite générique de petits points dans X(Q) et f : X(C) → R une
fontion ontinue telle que la propriété suivante soit satisfaite :
pour tout ε > 0 assez petit, le ourant c1(L ) + εdd
cf est positif sur X.
Alors, on a l'inégalité
lim inf
n→∞
∫
X
fµO(xn) >
∫
X
fν
L
.
Démonstration.  Pour ε assez petit, omme dans l'énoné de la proposition, on-
sidérons le bré en droites métrisé L (εf) sur X qui n'est en fait autre que L , mais
dont la métrique hermitienne à l'inni (k ⊂ C) est multipliée par exp(−εf). Par
dénition, le ourant de ourbure de L (εf) est égal à c1(L ) + εdd
cf , don positif ;
en partiulier, la métrique adélique de L (εf) est semi-positive, si bien qu'on peut
appliquer le théorème 1.5 à la suite générique (xn) et au bré métrisé L (εf). On
obtient ainsi
lim inf
n→∞
h
L (εf)(xn) > hL (εf)(X).
Calulons alors les deux membres de ette inégalité. Pour le membre de gauhe, on
a :
h
L (εf)(xn) = hL (xn) + ε
∫
X
fµO(xn),
tandis que le membre de droite vaut d'après la proposition 1.8
h
L
(X) + ε
∫
X
fν
L
+O(ε2).
Comme X est de hauteur nulle pour L et omme (xn) est une suite de petits
points, il en résulte en divisant par ε l'inégalité
lim inf
n→∞
∫
X
fµO(xn) >
∫
X
fν
L
+O(ε).
Il reste à faire tendre ε vers 0 par valeurs supérieures et la proposition est démontrée.
On rassemble en un lemme des résultats onnus (voir par exemple Zhang, [33℄,
6.4).
Lemme 6.3.  La norme de la setion anonique sD de OP(1) est
‖sD‖ (z, [t : u]) =
|u|
max(|t|, |u|)
, z ∈ A(C), [t : u] ∈ P1(C),
et, notant ζ = t/u ∈ C ∪ {∞} on a pour le ourant de ourbure la formule :
c1(OP(1)) =
dArg(ζ)
2π
∧ δ|ζ|=1.
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On a noté [t : u] l'unique point de P1(C) dont les oordonnées homogènes sont
(t, u). De plus, si X est une variété analytique omplexe, i : Y →֒ X une sous-variété
diérentielle réelle de X et η une forme diérentielle lisse dans un voisinage de Y ,
on note η ∧ δY le ourant (porté par Y ) i∗i
∗η.
Démonstration.  Comme nous sommes dans une situation produit, le alul se
ramène au alul analogue sur P1, ave D = [1 : 0] = ∞. La métrique de Fubini-
Study sur O(D) donne à sD la norme
‖sD‖FS ([t : u]) =
|u|
(|t|2 + |u|2)1/2
.
L'isomorphisme [n∗]O(D) ≃ O(D)n envoie la setion [n]∗sD sur la setion s
n
D. Le
proédé limite par lequel ‖sD‖ est dénie implique alors que
‖sD‖ ([t : u]) = lim
n→∞
‖sD‖FS ([t
n : un])1/n = lim
n
|u|
(|t|2n + |u|2n)1/2n)
=
|u|
max(|u| , |t|)
,
omme annoné.
D'autre part, c1(O(D)) est la mesure dd
c log ‖sD‖+δ∞ sur P
1(C). Comme log ‖sD‖
est, hors du sous-groupe ompat maximal S1, le logarithme de la valeur absolue
d'une fontion méromorphe, ette mesure est supportée par le erle. Elle est de
plus invariante par rotation et de masse totale 1. Par suite, l'uniité de la mesure
de Haar implique que
c1(O(D)) =
1
2π
dArg(ζ) ∧ δ|ζ|=1.
Le lemme est don démontré.
Lemme 6.4.  Soit f une fontion C∞ sur G(C). Il existe alors une fontion Φ
sur G(C) ayant les propriétés suivantes :
 Φ est ontinue ;
 Φ = f sur le sous-groupe ompat maximal de G(C) ;
 pour tout ε > 0 assez petit, c1(L ) + εdd
cΦ est un ourant de type (1, 1) positif
sur G.
Démonstration.  Ave les notations du lemme 6.3, il nous sut de onstruire une
fontion ontinue Φ sur A×P1 (dont les oordonnées homogènes sont toujours notées
[t : u]) vériant les propriétés suivantes :
 Φ est ontinue ;
 pour tout z ∈ A et tout θ ∈ R, Φ(z, [eiθ : 1]) = f(z, [eiθ : 1]) ;
 pour tout ε assez petit, c1(L ) + εdd
cΦ est un ourant de type (1, 1) positif.
Posons, pour λ ∈ R,
Φ(z, [t : u]) = f(z, [t : u]) + λ log
|t|2 + |u|2
2max(|t|2, |u|2)
,
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de sorte que les deux premières onditions sont satisfaites. On a, notant ζ = t/u =
reiθ,
ddcΦ = ddcf + λ
i
2π(1 + r2)2
dζ ∧ dζ − λ
dθ
2π
∧ δr=1.
D'autre part, on a une expression de la forme
c1(L ) = π
∗ωA +
dθ
2π
∧ δr=1,
où ωA = c1(M ) est une forme diérentielle de type (1, 1) lisse sur A et stritement
positive. Ainsi,
c1(L ) + εdd
cΦ =
(
π∗ωA + ελ
i
2π(1 + |t|2)2
dζ ∧ dζ + εddcf
)
+ (1− ελ)
dθ
2π
∧ δr=1.
Nous allons montrer qu'il existe λ0 > 0 et ε0 > 0 tel que si ε < ε0 et λ = λ0, le
premier terme est une forme diérentielle de type (1, 1), lisse et stritement positive.
Si de plus ε < 1/λ0, le seond terme est un ourant positif, e qui onlura la
démonstration du lemme.
Le premier terme s'interprète en eet omme une forme hermitienne sur le bré
tangent de G. La restrition de e bré aux ouverts U1 et U2 de G dénis par |t| < 2
et |t| > 1/2 est triviale, une base du bré dual étant donnée par l'adjontion de dt
(resp. de d(1/t)) à une base de Ω1A. Dans es ouverts, ette forme hermitienne s'érit
ainsi par blos (
hA(z) + εa(z, t) εb(z, t)
εb∗(z, t) εc(z, t) + ελκ(t)
)
,
où a, b et c se déduisent des oordonnées de ddcf dans les bases loales du bré
otangent, tandis que κ(t) vaut
(
2π(1+ |t|2)2
)−1
dans U1 et
(
2π(1+ |1/t|2)2
)−1
dans
U2. Les oeients de ette matrie sont en partiulier des fontions ontinues de
(z, t) ∈ U1 (resp. U2).
Une telle matrie hermitienne est dénie positive si et seulement si tous ses
mineurs prinipaux sont positifs. Par relative ompaité des deux ouverts U1 et
U2, il existe ainsi une onstante ε1 > 0 telle que pour |ε| < ε1, les g premiers
mineurs sont > 0 en tout point de G. Si |ε| < ε1, il reste à s'assurer de la positivité
du disriminant de la forme hermitienne. Or, le disriminant s'érit, en développant
suivant la dernière olonne,
ε
(
λκ(t) + c(z, t)
)
det(hA + εa(z, t)) +O(ε
2),
leO étant uniforme sur U1 et U2. Par ompaité, il existe λ0 tel que λ0κ(t)+c(z, t) > 0
en tout point de G. Alors, lorsque ε > 0 tend vers 0, le premier terme domine et le
disriminant est bien stritement positif dès que ε > 0 est assez petit.
Preuve du théorème 6.1 quand V = G.  Soit f : G → R une fontion ontinue
que le théorème de Stone-Weierstraÿ nous permet en fait de supposer C∞ sur G.
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Choisissons une fontion Φ omme dans le lemme 6.4. En lui appliquant la proposi-
tion 6.2, il en résulte l'inégalité
lim inf
n
∫
G
ΦµO(xn) >
∫
G
Φν
L
.(⋆)
Lemme 6.5.  La mesure c1(L )
dimG
(dénie par la propositiondénition 1.7)
est un multiple de la mesure de Haar portée par le sous-groupe ompat maximal de
G(C).
Démonstration.  En eet, la dernière formule du lemme 6.3 implique que le sup-
port de ette mesure est ontenu dans le sous groupe ompat maximal de G(C).
D'autre part, les métriques hermitiennes étant invariantes par translation d'un point
de torsion, ette mesure est invariante par translation d'un point de torsion de G(C).
Comme les points de torsion de G sont denses (pour la topologie omplexe) dans le
sous-groupe ompat maximal, ette mesure est invariante par translation par tout
point du sous-groupe ompat maximal. C'est don un multiple de la mesure de
Haar.
Il s'ensuit que l'on peut remplaerΦ par f dans le seond membre de l'inégalité (⋆).
Lemme 6.6.  On a lim
n
∫
O(xn)
(Φ− f)µO(xn) = 0.
Preuve du lemme.  On sait que h
L
(xn) tend vers 0. Érivons xn = (zn, tn) pour
zn ∈ A et tn ∈ Gm, de sorte que
h
L
(xn) = hM (zn) + hOP(1)(tn)
et es deux termes étant positifs, ils tendent tous deux vers 0. La déomposition en
fateurs loaux positifs de la hauteur de Weil sur P1 implique alors que le terme
loal à l'inni tend aussi vers 0.
Comme la fontion (z, t) 7→ − logmax(1, |t|) = δ(t) mesure la distane  au
sous-groupe ompat maximal de G, les onjugués de xn tendent en moyenne vers
e sous-groupe ompat maximal. Préisément, si t ∈ Gm(Q),
h
OP(1)
(t) > −
1
#O(t)
∑
τ∈O(t)
logmax(1, |τ |) > α
#{τ ∈ O(t) ; δ(t) > α}
#O(t)
.
(C'est l'inégalité de Bienaymé-Thébithev.) Par suite, si (αn) est une suite de réels
positifs, la proportion des onjugués de xn dont la distane au sous-groupe ompat
maximal de G(C) est supérieure à αn est majoré par h(xn)/αn. D'autre part, la
fontion Φ− f est ontinue, nulle sur le sous-groupe ompat maximal de G(C) ; il
existe don une fontion α 7→ ω(α) tendant vers 0 en 0 telle que si la distane de x
au sous-groupe ompat maximal est inférieure à α, |(f −Φ)(x)| 6 ω(α). On a alors
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l'inégalité ∣∣∣∣∫
V
(Φ− f)µO(xn)
∣∣∣∣ 6 1#O(xn) ∑
points prohes
+
1
#O(xn)
∑
points loins
6 ω(αn) + ‖f − Φ‖
h(xn)
αn
.
Il sut de hoisir αn =
√
h(xn) pour obtenir le lemme annoné.
Remarquons que e lemme n'a pas fait intervenir V et implique que toute mesure
limite d'une suite de mesures de la forme (µO(xn)) pour une suite (xn) de petits
points est onentrée sur le sous-groupe ompat maximal de G(C).
En utilisant le lemme, nous obtenons l'inégalité
lim inf
n
∫
G
fµO(xn) >
∫
G
fν
L
.(⋆⋆)
En appliquant ette inégalité à −f , nous en déduisons le théorème 6.1 quand
V = G, 'est-à-dire le théorème d'équirépartition pour une suite générique dans une
variété semi-abélienne de rang torique 1.
Preuve du théorème 6.1 quand V 6= G.  Donnons nous une fontion ontinue f
sur V (C). En vertu des théorèmes de TietzeUrysohn et StoneWeierstraÿ, nous
pouvons supposer que f est la restrition à V d'une fontion C∞ sur G(C).
Soit V ′ ⊂ V l'ensemble des points où la projetion naturelle π : V → A n'est
pas étale. Comme V est irrédutible, dim V ′ < dimV et son image π(V ′) est de
dimension < dimA.
Fixons une famille (ρλ)λ>0 de fontions C
∞
sur A(C) telles que pour tout λ > 0,
on a :
 0 6 ρλ 6 1 ;
 ρλ = 0 dans un voisinage ouvert Uλ de π(V
′) ;
 ρλ = 1 hors d'un voisinage Wλ de π(V
′) ;
et telle que de plus ρλ onverge simplement vers la fontion aratéristique du om-
plémentaire dans π(V ′) quand λ→ 0. Dénissons ensuite une fontion fλ sur G(C)
en posant fλ = f · ρλ ◦ π.
Lemme 6.7.  Pour tout λ > 0, il existe ελ > 0 tel que pour |ε| < ελ, le ourant
de type (1, 1), c1(L |V ) + εdd
cfλ est positif ou nul.
Preuve du lemme.  En eet, il est positif dans le voisinage π−1(Uλ) ∩ V de V
′
puisque fλ y est nul et c1(L |V ) y est positif. De plus, sur V \ π
−1(Uλ), le ourant
c1(L ) est minoré par le ourant π
∗c1(M ), lequel est stritement positif puisque
π : V → A est étale hors de π−1(Uλ) ⊃ V
′
. Ainsi, pour ε assez petit, c1(L |V )+εdd
cfλ
est positif hors de Uλ.
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Le lemme préédent montre que nous pouvons appliquer la proposition 6.2 aux
fontions fλ et −fλ, d'où l'égalité
lim
n
∫
V
fλµO(xn) =
∫
V
fλνL |V .(⋆ ⋆ ⋆)
Remarquons maintenant que la suite π(xn) est une suite générique de petits points
dans A. D'après le théorème d'équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang [29℄, la
suite π(xn) est don équirépartie dans A(C) pour la mesure µA de Haar normalisée
de A(C). En partiulier,
lim sup
n
∫
V
|f − fλ|µO(xn) 6 ‖f‖µA(Wλ).
Quand λ→ 0, µA(Wλ) tend par onvergene dominée vers µA(V
′) = 0.
De même, quand λ → 0,
∫
V
fλνL |V onverge vers
∫
V
(1 − 1π−1π(V ′))fνL |V , où
1π−1π(V ′) désigne la fontion indiatrie de π
−1π(V ′) ⊂ G. Comme f est bornée, il
sut don de montrer que ∫
V
1π−1π(V ′)c1(L V )
dimV = 0.
Cei est vrai pare que π−1π(V ′) est une sous-variété algébrique strite de V , don
un ensemble omplet pluripolaire ; un tel ensemble est ainsi de apaité nulle, 'est-
à-dire négligeable pour des mesures du type BedfordTaylor (voir par exemple la
proposition 4.6.4 de [15℄, déjà utilisée dans la justiation de la dénition 1.7).
Ainsi, en faisant tendre λ vers 0 dans l'égalité (⋆ ⋆ ⋆), nous obtenons l'égalité du
théorème 6.1, lequel se trouve don démontré.
7. Preuve de la onjeture de Bogomolov pour les variétés
semi-abéliennes isotriviales
Théorème 7.1.  Si G est une variété abélienne isotriviale, les onjetures 5.1,
5.2 et 5.3 sont vraies.
La démonstration de e théorème est l'objet de e paragraphe. Remarquons qu'il
nous sut de démontrer la onjeture 5.3 ; omme il a été rappelé au paragraphe 2,
la onjeture 5.1 en est une onséquene. On peut aussi supposer que G est un
produit A× T .
La première étape de la démonstration onsiste à traiter le as d'une variété semi-
abélienne dont le rang torique est égal à 1.
Proposition 7.2.  Soient G une variété semi-abélienne de rang torique 1 sur
un orps de nombres k et (xn) une suite de petits points de G(k). On suppose que
ette suite (xn) est strite, 'est-à-dire qu'auune sous-suite n'est ontenue dans un
sous-groupe algébrique strit de G. Alors, elle est générique.
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Démonstration.  Raisonnons par l'absurde et supposons, quitte à extraire une
sous-suite, que la suite (xn) onverge vers le point générique d'une sous-variété ir-
rédutible V distinte de G. Comme la hauteur d'un point de G(Q) est supérieure
ou égale à elle de son image dans la variété abélienne, la suite (π(xn)) de points de
A(Q) est une suite de petits points, strite puisque la suite (xn) est strite dans G.
D'après le théorème de Zhang [35℄ (onjeture de Bogomolov généralisée aux sous-
variétés de variétés abéliennes), π(V ) = A. Ainsi, ou bien dimV = dimA et la
projetion V → A est génériquement étale, ou bien dim V > dimA et l'on a V = G.
On peut de plus supposer que le bré inversible ample L hoisi sur G est égal à
π∗M⊗OP(1). Alors, il résulte du théorème 6.1 que la suite des mesures de probabilité
(µO(xn)) assoiée à la suite (xn) onverge vaguement vers la mesure(
π∗c1(M ) + c1(OP(1)|V )
)dimV
/ degL V.(7.2.1)
D'après le théorème d'équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang ([29℄), la suite des
mesures attahée à la suite π(xn) onverge vaguement pour la mesure(
c1(M )
)dimA
/ degM A.(7.2.2)
Cela implique l'égalité de l'image direte sur A de la mesure (7.2.1) et de la mesure (7.2.2).
En développant l'égalité obtenue, on obtient, usant du fait que π : V → A est
génériquement ni, que les ourants
T1 = c1(M )
dimA−1 ∧ π∗c1(OP(1)|V ) et T2 = c1(M )
dimA
sont proportionnels.
Lemme 7.3.  Le support du ourant c1(OP(1)|V ) est inlus dans l'intersetion
de V (C) et du sous-groupe ompat maximal de G(C).
Démonstration.  Hors de l'intersetion de V (C) et du sous-groupe ompat maxi-
mal de G(C), la formule donnée dans le lemme 6.3 montre que la métrique anonique
sur OP(1)|V est lisse. On peut don, sur et ouvert, aluler le ourant de ourbure
en restreignant le ourant de ourbure de OP(1) sur G(C). Le alul du ourant
a été fait dans le lemme ité et est préisément nul hors du sous-groupe ompat
maximal.
Nous reprenons la démonstration de la proposition 7.2 en distinguant deux as.
Premier as : supposons que V ∩D 6= ∅, D désignant le diviseur à l'inni  dans
la ompatiation G = A × P1. Comme dans le lemme 6.3, la setion anonique
sD de OP(1) s'interprète omme la fontion méromorphe 1/t. Comme elle n'est pas
onstante sur V , elle n'est nulle part loalement de module onstant sur V , si bien
qu'on peut trouver une bre de V (C)→ A(C) qui ne renontre pas le sous-groupe
ompat maximal de G(C). En partiulier, c1(OP(1)|V ) est nul au voisinage de ette
bre et par onséquent, le support de T1 est stritement inlus dans A. Comme T2
est une forme diérentielle partout stritement positive sur A, on a néessairement
T1 = 0.
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Or, l'intégrale ∫
V
π∗c1(M )
dimV−1 ∧ c1(OP(1)|V )
alule le degré relativement au bré inversible ample M du yle π∗(V · D) ∈
CH∗(A). La nullité de T1 implique que e degré est nul. Or, l'intersetion V ·D est
propre, V n'étant pas ontenue dans D, si bien qu'un représentant de V ·D est donné
par une somme
∑
i ni[Vi], où les Vi sont les omposantes irrédutibles de V ∩D et
les ni des entiers stritement positifs. On obtient que V ∩D = ∅, e qui est absurde.
Deuxième as : supposons que V ∩D = ∅. Dans e as, V est ane et propre sur
A et π : V → A est ni. Cela fournit une équation pour V dans A×P1 :
td + a1(z)t
d−1 + · · ·+ ad(z) = 0.
Comme V ∩D = ∅, on voit que pour tout i, ai est une fontion régulière sur A, don
une onstante. Autrement dit, V = A× V1, où V1 est un ensemble ni de points de
A1. On en déduit qu'il existe une suite de points de V1 dont les hauteurs tendent
vers 0, si bien que V1 ontient un point de torsion. Puisque V est irrédutible, V1
est formé de points de torsion et V est une sous-variété de torsion, ontrairement
à l'hypothèse que la suite (xn) est strite. Nous avons don démontré que la suite
(xn) est générique dans G.
Preuve de la onjeture 5.3.  Soit (xn) une suite strite de petits points de G(k).
Pour simplier les notations, on note νG la mesure de Haar normalisée porté par le
sous-groupe ompat maximal de G(C).
Pour tout aratère du tore ψ : T → Gm, on peut pousser la situation le long de
ψ, e qui nous fournit une variété semi-abélienne Gψ = A×Gm de rang torique 1,
munie d'un morphisme ψ : G → Gψ, ainsi qu'une suite de petits points xψ,n =
ψ(xn) ∈ Gψ(k). Sauf si ψ est le aratère trivial, ette suite est strite. D'après la
proposition préédente, elle est don générique.
La suite des orbites δO(xψ,n) est, en vertu de la proposition 7.2, équirépartie pour
la mesure de Haar normalisée νGψ .
Alors, si µ est une valeur d'adhérene de la suite de mesures δO(xn), on voit que
pour tout aratère ψ non trivial, ψ∗µ = νGψ .
D'autre part, le support de µ est inlus dans l'intersetion des images réiproques
par ψ du sous-groupe ompat maximal de Gψ(C), 'est-à-dire que µ est une mesure
de probabilité portée par le sous-groupe ompat maximal de G(C).
Or, la mesure νG a toutes es propriété et la théorie des séries de Fourier implique
que µ = νG. Comme l'ensemble des mesures de probabilité sur G(C) est ompat
pour la topologie faible-∗ (théorème de BanahAlaoglu), la suite δO(xn) onverge
vers la mesure νG, ainsi qu'il fallait démontrer.
Nous avons don prouvé l'analogue de la onjeture de Bogomolov pour une variété
semi-abélienne isotriviale.
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Appendie : Le théorème d'équirépartition de Bilu via la géométrie
d'Arakelov
Nous démontrons dans e paragraphe un théorème d'équirépartition pour une
suite générique de petits points (e qui revient à strite, dans e as) dans P1 dû
initialement à Bilu [3℄. Il a montré omment en déduire la onjeture de Bogomolov
pour un tore (i.e. quand A = 0, ave nos notations).
Théorème (Bilu).  Soit (xn)n∈N une suite d'éléments de Gm(Q) = Q
∗
. On
suppose :
 qu'auune sous-suite n'est onstante (i.e., la suite (xn) est générique) ;
 que la hauteur normalisée de xn tend vers 0 quand n→ +∞.
Notons O(xn) l'adhérene de xn ∈ P
1(Q) dans P1Q. Alors, pour toute fontion on-
tinue f : P1(C)→ R, on a la onvergene :
1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)(C)
f(x)→
1
2π
∫ 2π
0
f(eiθ) dθ.
Autrement dit la suite des mesures
1
CardO(xn)
δO(xn)(C) onverge vaguement vers la
mesure de Haar normalisée sur le sous-groupe ompat maximal de Gm.
Démonstration.  La densité des fontions de lasse C∞ dans les fontions ontin-
ues sur P1(C) nous permet de supposer que f est C∞. Soit alors Φ : P1(C) → R
ontinue telle que :
 Φ = f sur S1 ;
 Φ est harmonique sur les deux disques de P1(C) bordés par S1 (d'équations en
oordonnée inhomogène, |z| < 1 et |z| > 1).
L'existene et l'uniité de Φ est lassique (noyau de Poisson), on vérie par un alul
expliite que ddcΦ est une mesure portée par le erle unité, absolument ontinue
par rapport à la mesure de Haar sur e erle. En eet, soit f(eiθ) =
∑
n∈Z cne
inθ
la
série de Fourier de f sur le erle unité ; on pose
Φ(reiθ) =
∑
n∈Z
cnmin(r
n, r−n)einθ.
Alors,
ddcΦ = −
(∑
n∈Z
|n|cne
inθ
)
dθ
2π
∧ δr=1,
est une mesure onentrée sur le erle unité, absolument ontinue par rapport à la
mesure de Haar sur le erle unité.
Soit L le bré inversible hermitien OP1(1) muni de sa métrique anonique, dont
la forme de ourbure est la mesure de Haar
1
2π
dθ portée par le sous-groupe ompat
maximal de C∗. Pour λ ∈ R, dénissons L (λΦ) omme le bré en droites hermitien
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suivant : 'est L omme bré en droites, la métrique étant elle de L multipliée
par exp(−λΦ). La forme de ourbure de L (λΦ) est égale à
c1(L ) + λdd
cΦ.
Autrement dit, elle est nulle hors du sous-groupe ompat maximal et positive sur
le erle unité si |λ| est assez petit.
D'après le théorème 1.10 de [34℄ sur l'amplitude arithmétique, onséquene du
théorème de HilbertSamuel arithmétique, on a
lim inf
n
h
L (λΦ)(xn) > hL (λΦ)(P
1),
soit
lim inf
n
λ
 1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)
Φ(x)
 > λ ∫
P1(C)
Φc1(L ) +O(λ
2).
Si l'on fait tendre λ vers 0, par valeurs supérieures ou inférieures, on obtient alors
lim
n
1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)
Φ(x) =
1
2π
∫ 2π
0
Φ(eiθ) dθ.
Comme Φ = f sur S1, on peut remplaer Φ par f dans ette dernière intégrale.
D'autre part, la hauteur d'un point ξ ∈ Q
∗
est minorée par la demi-somme des
omposantes arhimédiennes des hauteurs de ξ et ξ−1, 'est-à-dire
h(ξ) >
1
2[Q(ξ) : Q]
∑
σ:Q(ξ)→C
logmax(|σ(ξ)|, |σ(ξ)|−1),
soit
h(ξ) =
1
CardO(ξ)
∑
x∈O(ξ)
1
2
logmax(|x|, |x|−1).
Notons que la fontion x 7→ d(x) = 1
2
logmax(|x|, |x|−1) mesure la distane  de x
au erle unité.
Comme la suite h(xn) tend vers 0 et omme auune sous-suite n'est onstante, le
théorème de Northott implique que limCardO(xn) = +∞. Soit pour tout n un réel
αn > 0 ; on suppose que αn → 0. La proportion des x ∈ O(xn) tels que d(x) > αn
s'estime ainsi :
Card{x ∈ O(xn) ; d(x) > αn} 6 CardO(xn)
h(xn)
αn
.
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Remarquons alors que∣∣∣∣∣∣
∑
x∈O(xn)
f(x)−
∑
x∈O(xn)
Φ(x)
∣∣∣∣∣∣ 6
∑
d(x)>αn
|f(x)− Φ(x)|+
∑
d(x)6αn
|f(x)− Φ(x)|
6 Card{x ∈ O(xn) ; d(x) > αn} ‖f − Φ‖∞
+ CardO(xn) sup
d(x)6αn
|f − Φ|
6 CardO(xn)
(
h(xn)
αn
‖f − Φ‖∞ + o(1)
)
d'après l'uniforme ontinuité de f − Φ sur P1(C) et le fait que αn → 0. On hoisit
maintenant αn =
√
h(xn). Ainsi,
1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)
f(x)−
1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)
Φ(x)
onverge vers 0.
En dénitive, nous avons prouvé que
1
CardO(xn)
∑
x∈O(xn)
f(x)
onverge vers
1
2π
∫ 2π
0
f(eiθ) dθ,
e qui onlut la preuve du théorème.
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